Cours : La dérivation

Contenu Capacités attendues

en x, - Nombré dérivé

e Reconnaitre que le nombre dérivé d’une fonction en un

Dérivabilité d’une fonction | point est le coefficient directeur de la tangente au graphe de

la fonction au point d’abscisse correspondante
e Dériver les fonctions polynomiales et les fonctions

Fonction dérivée rationnelles.

Application de la dérivée | ® Déterminer I’équation de la tangente au graphe d’une

d’une fonction

fonction en un point et la construire

e Déterminer les variations (la monotonie) d’une fonction a
partir de I’étude du signe de sa dérivée

e Résoudre des problemes d’application portant sur les
valeurs minimales et maximales

e Déterminer le signe d’une fonction a partir de son tableau
de variations ou de sa représentation graphique.

Dérivabilité d’'une fonction en x, - Nombré dérivé
a. Définition
Soit f une fonction numérique définie sur un intervalle ouvert I et x, € I

v" On dit que la fonction f est dérivable en x, si et seulement s’il existe

un réel I tel que :

I fx) = f(xo)
im —— =

X—Xg X — Xg

l

v Le nombre I est appelé le nombre dérivé de fen x, etnoté f'(x,)
% Interprétation graphique :
v Le nombre f'(x,) estle coefficient directeur de la droite tangente a (Cf) au
point M (xo; f (xo))
v Sila fonction f est dérivable en x alors 'équation de la droite tangente a
(Cf) au point M (x; f(xg)) est:
y = f"(x)(x — x0) + f(x0)
b. Exemple
Soit fune fonction définie sur R telle que : f(x) = 5x2
v Etudions la dérivabilité de fen x, = 1
flx) =f(1)=5%x1>=5
- fC) | S¥ -5 5 - 1)

xh—>x0 X — X x-1 x—1 =}C1_r>r% x—1
5x—1D(x+1
( X )=1im5(x+1)=5(1+1)=10
x-1 x—1 x—1
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Donc fest dérivableen 1 est f'(1) = 10
v Interprétation graphique :
L’équation de la tangente a (Cf) en M(1;5) est:
y=f(DE-D+f(1)
>y=10(x—-1)+5
=y =10x -5
c. Exercice : Etudier dans chacun des cas suivants la dérivabilité de la
fonction fet donner une interprétation graphique du résultat
1) f(x)=3x%* et xo =—1
2) f(x)= 2x*—5 etxy =2
3) f(x) =3x*—2x+1etxy=0
4) f(x)= x*+3x—5et xo=1
II. Fonction dérivée
1) Dérivabilité d’'une fonction sur un intervalle - fonction
dérivée
a. Définition et propriété
Soit f une fonction numérique définie sur un intervalle I
v" On dit que la fonction f est dérivable sur I si et seulement si fest
dérivable en tout x, de |
v La fonction qui relie chaque x de I a son image f'(x) est appelée la

fonction dérivée de la fonction fet notée :

f'*1—R
x — f'x)
Dérivées des fonctions usuelles :

La fonction f Sa dérivée f

f(x) =k aveck € R ffx)=0

f(x) = x f[()=1

f(x)=ax+b f[(x)=a

fx) = x? f'(x) =2x
f = a £ = a1

-




1 -1
fo0) = ~ f=—

B

f(x) = Vx fl(x) = 5

=

b. Exercice
Déterminer f dans chacun des cas suivants :
fx)= =17; f(x) = 2x =5 ; f(x) = =3x+7; f(x) =x*; f(x) = x3
f(x)=x*+5x;f(x) =x3—x*;f(x) =3x*+5x —1;f(x) = x3 + 3x* — 5x

f(x):2"3""/}?/‘(’“):5953—%;/‘(96)=4x2+5\/§—1;f(x)=4x2+%

2) Opérations sur les fonctions dérivées

a. Propriété
Soient f et g deux fonctions numériques dérivables sur un intervalle [ avec
g # 0 surl etsoientn € N* et k € R.

1
Les fonctions f + g; f X g ; 7 g; f"et kf sontdérivables sur I

etona:

La fonction Sa dérivée
f+g ff+g
fxg ffxg+g xf

1 -g'
g 9°
f f'la-9'f
g g°
fr nfmlf’
kf kf’

b. Exercice

Déterminer f dans chacun des cas suivants :

f@ = TWa+3; f) = xx ; fO) =xVx; f() =x*(Bx— 4)
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;f(x)=5x+3

flx) = f(x) = f(x) =

x*+2x+5 3x2+2x+7 x343x2-1 2x — 4

3x — 1 3x% —2x

2T - _ ot et _ 2 2. _ 2 £33
f(x)_x2+2 s f(x) T s f () = (5x2 + 4%)%; f(x) = (3x%2 + 7x — 5)

) = @x3+3x2 +7x)% f(x) = 4(x* + 5vVx = 1); f(x) = =7 <3x5 + %)

III. Applications de la dérivée d'une fonction
1) Signe de f et variations de f
a. Propriété
Soit f une fonction numérique dérivable sur un intervalle I
e festcroissantesurl< Vx €1:f'(x) =0
e festdécroissante & Vx €1:f'(x) <0
o festconstantesurl & Vx €l:f'(x) =0

b. Application

Déterminer f et étudier les variations de f dans chacun des cas suivants :
1) f(x)=x*+6x—5
2) f(x) = 2x*—4x+3
3) f(x) =x3—-3x*+1
4) flx)= x3—x*—x

5) fla) ===
6) fx) =22

2) Extrémums d’une fonction dérivable sur un intervalle

a. Propriéte
Soit f une fonction numérique dérivable sur un intervalle I et x, € I
e Sif(xy) estun extremumde f alors f'(xg) =0
o Sif'(xg)=0et f'change de signe au voisinage de x, alors f(x,) est
un extremum de f

b. Application

Déterminer f, dresser le tableau de variations de f et en déduire les extremums
de f dans chacun des cas suivants :

1) flx)=x*+4x—-7

2) f(x) = —2x*+4x+1

3) f(x) =x3—x*+5

-



4) f(x)= x3—2x*+x

Exercices
Exercice 1 : On considere une fonction fdéfinie sur I’intervalle [-2 ; 4].

Son tableau de variations est donné ci-dessous :

X -1 0 1 2 3 4

-2
variations 0 -1
de f \ ()/ \2 / \ 3/

1. Déterminer les valeurs de x pour lesquelles :

. f(X)>0
. f®)=0
. f(X)<0

2. Déterminer le nombre de solutions de 1’équation f(x) = 1

Exercice 2 : On consideére une fonction f définie sur ’intervalle [-3 ; 5]

1. Donner les valeurs de x pour lesquelles :

o f(x)=0
o f(x)>0
o f(x)<0

2. Résoudre I’équation : f(x) =0
3. Résoudre I’inéquation : f(x) <0

4. Compléter le tableau de signe de la fonction f'sur [-3;5].

Exercice 3 : Un agriculteur dispose de 40 metres de grillage pour cléturer un terrain
rectangulaire contre un mur droit.
Le mur constitue un c6té du rectangle, donc le grillage est utilisé pour les trois autres
cotés.
On note :

e x lalargeur du terrain (en meétres), perpendiculaire au mur

e ylalongueur du terrain le long du mur.
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Exprimer y en fonction de x.
Montrer que 1’aire A(x) du terrain s’écrit sous la forme

A(x) = 40x — 2x?

Déterminer I’ensemble de définition de la fonction A.

Calculer la dérivée 4'(x).

Etudier le signe de A'(x) et dresser le tableau de variations de A (x).
Déterminer la valeur de x pour laquelle 1’aire est maximale.
Calculer I’aire maximale correspondante.

En déduire les dimensions du terrain pour lesquelles 1’aire est maximale.

Exercice 4 : Une entreprise fabrique des objets.

Le cot total de production, en centaines de dirham, est donné par la fonction :

C(x) = x*> — 6x + 13

ou x représente le nombre d’objets fabriqués, avec x € [0; 6].

1.

A

Calculer la dérivée de la fonction C.

Etudier le signe de C'(x) sur ’intervalle [0;6].

Dresser le tableau de variations de C.

Déterminer la valeur de x pour laquelle le coit est minimal.
Calculer le colit minimal.

Interpréter ce résultat dans le contexte de 1’exercice.
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