Cours : Limite d’une fonction numériqgue

Contenu Capacités attendues

Limite finie et limite infinie d’une fonction au voisinage de

4 Maitriser le calcul des
oo ou — o .. .
limites des fonctions

Limite finie et limite infinie d’une fonction au voisinage de x,, polynomiales et des

Opérations sur les limites Jonctions rationnelles

. . R . . en tooetenx
Limites des fonctions polynémes et des fonctions rationnelles 0

Limite finie et limite infinie d’une fonction au voisinage de
+00 ou — ©
a. Activité

Considérons les fonctions f et g respectivement définies par :

1
flx) =x"et g(x) =

Les représentations graphiques des deux fonctions comme suit :

A5 |
[ (cp

(Cg)

On remarque que :

e Quand x prend des valeurs positives de plus en plus grands (c-a-
d quand x tend vers +x) I'image f (x) prend aussi des valeurs

positives de plus en plus grands (c-a-d f(x) tend vers +).




On dit que la limite de f quand x tend vers + est +c0 et on
écrit :
LLVORES
e Quand x prend des valeurs négatives de plus en plus grands (c-
a-d quand x tend vers -0) I'image f(x) prend des valeurs
positives de plus en plus grands (c-a-d f(x) tend vers +x)
On dit que la limite de f quand x tend vers -0 est +00 et on écrit :
dim f(x) = +oo
e Quand x prend des valeurs positives de plus en plus grands (c-a-
d quand x tend vers +0) I'image g(x) s’approche de la valeur 0.
On dit que la limite de g quand x tend vers +c0 est 0 et on écrit :

lim g(x) =0

n—+oo
¢ Quand x prend des valeurs négatives de plus en plus grands (c-
a-d quand x tend vers -0) I'image g(x) s’approche de la valeur
0

On dit que la limite de g quand x tend vers - est 0 et on écrit :
lim g(x)=0
n——oo
b. Définitions
Soient f une fonction numériqueetl € R .
v' On dit que la limite de f au voisinage de +c0 est + (resp -0) si I'image
f(x) tend vers + (resp -0) quand x tend vers +00 et on écrit :

nl—i>l-Poo f(x) = +oo (resp nl—i>lPoo f(x) = —)

v' On dit que la limite de f au voisinage de -0 est +00 (resp -0) si
I'image f (x) tend vers + (resp -0) quand x tend vers -0 et on
écrit :

lim f(x) = +oo (resp lim f(x) = —)

v' On dit que la limite de f au voisinage de +c0 (resp -0) est I si
I'image f (x) tend vers I quand x tend vers +00 (resp -0) et on
écrit :

Jim f(x) =1 (resp lim f(x) = D)

Limites usuelles : Soitn € N.



On admet les limites suivantes

lim Vx = 4

X—+00

lim x™ = +o

xX—+0o

lim x™ = +o0 sinestpair

xo-0  |—oo sinestimpair
o1

lim—=0

x—too XM

c. Exercice : Calculer les limites suivantes

1
. 2. 75 3. 9; 4. 7; 5. p;
lim x% ; lim x° ; lim x*; lim x°; lim —2—\/x

X—+00 X—+00 X——00 X——00 x—>+oo X
II. Limite finie et limite infinie d’'une fonction au voisinage de
X0
a. Activité

Soit fune fonction numérique et sa représentation graphique comme

suit :
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Déterminer les limites suivantes

lim f(x); Lim f(x); Lim f(x); Lim f(x); lim f(x) ; lim f(x)
x>0 x<0 x>2 x>2 x>3 x<3




limf(x); lim f(x); iifllf(x)

2

b. Définitions

Soient f une fonction numériqueetl € R .

v' On dit que la limite de f a droite de x est + (resp -0) si l'image

f(x) tend vers +0 (resp -o0) quand x s’approche de x, avec des

valeurs supérieures strictement a x, et on écrit :

%!Zﬂ}f(xo = 400 (11?817 ﬁé%aif(xj = ——OO)
x>Xx0 X>X0

On dit que la limite de f a droite de x estl sil'image f(x) tend
vers Il quand x tend vers x, avec des valeurs supérieures

strictement a x, et on écrit:

lim f(x) =1

xX>X0
On dit que la limite de f a gauche de x est + (resp -o0) si
I'image f (x) tend vers +0 (resp -0) quand x s’approche de x

avec des valeurs inférieures strictement a x, et on écrit:

#)% f(x) = 4o (resp 7{5}% f(x) = —0)
x<Xg x<Xg

On dit que la limite de f a gauche de x, estlsil'image f(x) tend
vers Il quand x tend vers x, avec des valeurs inférieures

strictement a x, eton écrit :

lim f(x) =1

x<Xg

Limites usuelles : Soit n € N. On admet les limites suivantes

1 1
lim—=+4o; lim— = +o ; lim— =

1 { +oo sinestpair
X x50 x x50 x —oo sinestimpair
x>0 x<0

c. Exercice : Calculer les limites suivantes

.1 1 , 1 , 1 , 1
lim— ; lim—; lim ; lim ;o lim

x>0 x2 -0 x3 ' x1x—1 " x54x—4 x-3 \/x — 3
x>0 x<0 x>1 x<4 x>3



III. Opérations sur les limites
Soient f et g deux fonctions numériques et I et I’ deux réels.

1. La somme

limf 1 1 1 400 —o0 +0
limg I +o0 —o0 +00 —0 —o0
limf+g I+l 400 —0 400 —o0 F.I

2. Le produit

lim f 1 | 150 | I50 | I<0 | I<O | +o00 | —© | 400 0

limg | I' | +0 | —©0 | 40 | —00 | +00 | —0© | —o00 0

limfg | LI’ | +o0 | —00 | —00 | 400 | 400 | 400 | —o0o | FlI

3. Le quotient

lim f | >0 [I>0 |I<0 |I<0 |l | 4+ | 400 | —0 | —00 | 0 | ©

limg |I'#*0| 0" | 0O | 0" | O |oo|I>0 |I<O |I50 |I<O0 | 0 |

. f l +00 | —00 | =0 | 400 |0 | 400 | —c0 | —o0 | 4+00 | F.I | F.I
lim=| -

Application : Calculer les limites suivantes

x?—5x I x’—4 I x—3
; lim ; lim
3—x " x2x—2" x3x*-9

limx*—5x+1; linlt(Zx +3)(1 - 5x); lim
x— x—

x-1

lim 3x° 4+ x* — 5x; lim x* + 5x; lim (2x + 3)(1 — 5x); lim x*(x —7)
X—>—00 X—+00 X—+00 X—>—00
x*-5 . 2x*-5x . x-—17 . -3x*+1 . —x*+1

lim —; ; lim —; lim
x>+05x°+3  xo-0 x°+7

IV. Limites des fonctions polynomes et des fonctions
rationnelles

a. Propriété
Soient f une fonction polynéme et g une fonction rationnelle . On a :

v VxgER: limx—>x0 f(x) = f(xo)

s lim —— ; lim : _
" xotox?+3 T xo-0 x+1 xoto x5+ 4




v’ La limite de f au voisinage de l'infini (+> et — ) est la limite du
terme du plus grand degré.

v VX € Dy limy ., g(x) = g(xo)

v La limite de g au voisinage de l'infini (+o et — ) est la limite du

rapport de ses deux termes du plus grand degré.

b. Application Calculer les limites suivantes :

limx® — x +7;lim(-3x + 3)(1 - 2x); li sz_x-l' x" 16
2 ] i ; 2( 45
lim — ; lim —3x% + 7x — 1; lim (7x + 1)(3 — 5x); lim x*(x% —7)
x-9 x° — 81 x-+ x—+00 xX—>—00

5x*—2 . 5x*-3x . 3x-7 . —3x*+5

im —; ; lim ———; lim — ; lim ———
x>+ 3x° + 1 xo—0 2x“+7  xoto x4+ 1 x->—-0 X+ 6
. 5x*-2 . 5x*-3x . 3x-7 . —x*+5
lim—; ; lim ——; lim s lim————
-1 x“—1 x--1 x“+1 x--3 x+3 x5 X—5




