Produit scalaire

Contenu ‘ Capacités attendues
Produit scalaire de deux = Exprimer la distance et 1’orthogonalité
vecteurs au moyen du produit scalaire
Formule trigonométrique du = Utilisation du produit scalaire dans la
produit scalaire résolution des problemes
Propriétés du produit scalaire = Utilisation du théoréme d’Al-Kashi et
Relations métriques dans un du théoréme de la médiane dans la
triangle résolution des systemes

Produit scalaire de deux vecteurs

a. Définition

Soient i et ¥ deux vecteurs du plan : i = AB et B = AC.
Soit H le projeté orthogonal de C sur la droite (AB).

Le produit scalaire des deux vecteurs U et v est le nombre réel que I'on
note U.V et qui est défini par : C

= SiAB et AH Ontle méme sens

v

Alors u.v = AB x AH A H

= Si ﬁ et ﬁ-f Ont des sens contraires C

Alorsu.v = —AB x AH

=
=
o’

= Si H est confondu avec A C

Alorsu.v =0 I

v
we]

(c’est-a-dire (AB) L (AC)) A

b. Exercice

Soit ABCD un carré de coté de longueur 4cm D C

Soit I le milieu de [BC] 1

Calculer: A_I)E’), AB.Bl et AD.1D A B




II. Formule trigonométrique du produit scalaire

a. Activité : Soit ABC un triangle du plan P.

—

Soit @ une mesure de I'angle (ﬁ, ﬁ)
Onpose : d = %(ABZ + AC? — BC?)
1) Si ABC est rectangle en A. Quelle est la valeur de d ?
2) On suppose que 0 < a < %
Soit H le projeté orthogonal de C sur (AB).
a. Montrer que AC*> = CH* + AH? et BC*> = CH* + BH*?
b. En déduire qued = AB X AH

c. Montrerd = AB X AC X cos a
3) On supposeg <a<sm

a. Montrer qued = —AB X AH

b. Montrerd = AB X AC X cos «

Propriété

Soient 1 et U deux vecteurs non nuls dans le plan tels que
i=ABetV=AC

Soit & une mesure de I'angle BAC

U = ||u]| X ||?]| X cosa

&l

Ona:
(ou encore AB.AC = AB x AC X cos BAC)

Applications

1) Soit ABC un triangle tel que : AB = 3; AC = 4 et BAC = 2?11
Calculer AB.AC

2) Soit ABC un triangle tel que : AB = 5; AC = 3 et AB.AC = —6
Calculer cos (BAC)

3) Soit ABC un triangle tel que AB = 3; AC =21 et BC = 43

a. Calculer cos (ABC) et en déduire la mesure de (ABC)

b. Calculer cos (BAC) et cos (ACB)




[II. Proprietés du produit scalaire

a. Propriétés

Pour tous vecteurs U, ¥ et W et pour tout nombre réel k.

Ona:

-

V=114

&l

Uu.(W+w)=uv+uw

. (kD) = k(i@ D)

U+ )2 =|u]|? +20.4 + ||D]|?
@ —B)? = [[Z |12 - 28.% + |13
— >\ /— - 12 -
@+ )@ - v) = |[al]” — |97

Pour que deux vecteurs U et ¥ soient orthogonaux il faut et il suffit
que: uU.v=0

Si k > 0 alors % et ¥ ont la méme direction et le méme sens et
|12l = k |17]]

Si k < 0 alors U et ¥ ont la méme direction, des sens contraires et

1] = =k |151]

b. Applications :

1) Soient % et ¥ deux vecteurs tels que ||ﬁ|| =2; ||ﬁ|| =3etu.v=—4

2) Soit ABC un triangle tel que : AB =1,AC = 3 et (BAC) = —

Calculer :

Bu+9).(U—27)

U+ )+ W - v)?

"+ 9)*— @ — v)?
©+7).(W— D)

2T
3

Soit I le milieu de [AB]
1. Montrer que AB.AC = _?3

2. Soit E le point défini par BE = éB_C)

a. Montrer que AE = %E’) + %R’) puis calculer AB.AE

b. Montrer que (AB) L (IE)




IV. Relations métriques dans un triangle

1. Théoreme d’Al-Kashi

a. Activité

Soit ABC un triangle.

Montrer que BC = AB? + AC?* — 2AB x AC X cos (BAC)
b. Propriété

Soit ABC un triangle.

Ona:BC = AB*> + AC?* — 2AB X AC x cos (BAC)

c. Application

Soit ABC un triangle tel que : AB =7; AC =5et BAC = 2?11
Calculer BC et cos (ACB)
2. Théoreme de la médiane
a. Activité M
Soient A et B deux points distincts du plan A
I le milieu de [AB] et M un point du plan. A I B

1) Montrer que m=m—%ﬁetm=m+%ﬁ

En déduire que MA.MB = MI? — iAB2

2) Montrer que (MA + MB)(MA — MB) = 2IM.AB
En déduire que MA? — MB? = 2IM.AB

3) En utilisant les deux relations MA = Mi + 1A et MB = Mi + 1B
Montrer que MA? + MB? = 2MI* + - AB?

b. Propriété

Soient A et B deux points du plan, I le milieu de [AB] et M un point du

plan.
Ona:

o MA.MB = MI? — iABZ

o MA? — MB? = 2IM.AB




o MA?+ MB? = 2MI* + - AB?
c. Application
Soit ABC un triangle tel que : AB = AC =7 et BC =5
Soient I, J et K les milieux respectifs de [BC], [AC] et [AB].
Calculer les distances Al, BJ et CK

3. Relations métriques dans un triangle rectangle

a. Activité
Soient ABC un triangle rectangle en A, H le projeté orthogonal de A sur
(BC) et A’ le milieu de [BC].
Montrer que :
o BC?* = AB* + AC?
o AA' =-BC
o BA* =BH x BC
o AH? =BH X HC
Propriété
Soient ABC un triangle, H le projeté orthogonal de A sur (BC) et A’ le
milieu de [BC].
Pour que ABC soit rectangle en A il faut et il suffit que 1’une des conditions
suivantes soit réalisée :
o BC?> = AB*+ AC?
o AA'=:IBC
o BA* =BH x BC
o AH? =BH X HC
b. Application
Soient ABC un triangle rectangle en A et H le projeté orthogonal de
A sur (BC).
n

On suppose que : AH = 2et ABC = 3

Calculer AB; AC:;BC; BH et CH

4. Aire d’un triangle et formule des sinus




3)

Activité
Soit ABC un triangle tel que AB =c; AC=bet BC =a

Soient H le projeté orthogonal de C sur (AB) et S I’aire du triangle
ABC.

1) Montrer que HC = b sin A
En déduire que S = %bc sinA

1 a1 s 1 A
Montrer que S = Ebc SinA = ~ac sinB = Eab sinC

, g sinA  sinB  sinC 28
En déduire que = = = —
a b c abc

. Propriété

Soit ABC un triangle tel que AB =c; AC=bet BC =a
Soit S I’aire du triangle ABC.
Ona:

S = Ebc sin4d = Eac sinB = iab sinC

sinA _ sinB _ sinC \ 2S5

a b ¢ abc

Applications

1) Soit ABC un triangle tel que : AB = AC; BC = 53 et ABC =

Calculer I'aire du triangle ABC

2) Calculer I'aire d’'un parallélogramme ABCD sachant que :

2T

AB=5;BC=7etABC=?

3) Soit ABC un triangle tel que : A = 60° B = 80° et BC = 4
1. Calculer AB et AC
2. Calculer l'aire du triangle ABC

-



