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Produit scalaire 
 

Contenu Capacités attendues 

 Produit scalaire de deux 
vecteurs  

 Formule trigonométrique du 
produit scalaire 

 Propriétés du produit scalaire  
 Relations métriques dans un 

triangle 

 Exprimer la distance et l’orthogonalité 
au moyen du produit scalaire 

 Utilisation du produit scalaire dans la 
résolution des problèmes 

 Utilisation du théorème d’Al-Kashi et 
du théorème de la médiane dans la 
résolution des systèmes 

 

I. Produit scalaire de deux vecteurs  

a. Définition  

       Soient 𝑢ሬ⃗  et 𝒗ሬሬ⃗  deux vecteurs du plan : 𝑢ሬ⃗ = 𝑨𝑩ሬሬሬሬሬሬ⃗  et  𝒗ሬሬ⃗ = 𝑨𝑪ሬሬሬሬሬ⃗ . 

Soit H le projeté orthogonal de C sur la droite (AB). 

Le produit scalaire des deux vecteurs 𝒖ሬሬ⃗  𝒆𝒕 𝒗ሬሬ⃗   est le nombre réel que l’on 
note 𝒖ሬሬ⃗ . 𝒗ሬሬ⃗   et qui est défini par :                                                   C 

 Si 𝑨𝑩ሬሬሬሬሬሬ⃗  𝑒𝑡 𝑨𝑯ሬሬሬሬሬሬ⃗  Ont le même sens  

Alors 𝒖ሬሬ⃗ . 𝒗ሬሬ⃗ = 𝑨𝑩 × 𝑨𝑯                               A                   H                 B 

  Si 𝑨𝑩ሬሬሬሬሬሬ⃗  𝑒𝑡 𝑨𝑯ሬሬሬሬሬሬ⃗  Ont des sens contraires         C 

Alors 𝒖ሬሬ⃗ . 𝒗ሬሬ⃗ = −𝑨𝑩 × 𝑨𝑯                                

                                                                                 H          A                       B 

 Si H est confondu avec A                              C 

Alors 𝒖ሬሬ⃗ . 𝒗ሬሬ⃗ = 𝟎 

(c’est-à-dire (𝐴𝐵) ⊥ (𝐴𝐶))                         A                                     B  

      

b. Exercice  

Soit ABCD un carré de coté de longueur 4cm     D                  C 

Soit I le milieu de [BC]                                                                      I 

Calculer :  𝐴𝐼ሬሬሬሬ⃗ . 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗  ;  𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ . 𝐵𝐼ሬሬሬሬ⃗  et  𝐴𝐷ሬሬሬሬሬ⃗ . 𝐼𝐷ሬሬሬሬ⃗                     A                     B 
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II. Formule trigonométrique du produit scalaire 

a. Activité :  Soit ABC un triangle du plan P. 

Soit 𝛼 une mesure de l’angle ቀ𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ ; 𝐴𝐶ሬሬሬሬሬ⃗෣ ቁ 

On pose : 𝑑 =
ଵ

ଶ
(𝐴𝐵ଶ + 𝐴𝐶ଶ − 𝐵𝐶ଶ) 

1) Si ABC est rectangle en A. Quelle est la valeur de d ? 

2) On suppose que 0 ≤ 𝛼 ≤
గ

ଶ
 . 

      Soit H le projeté orthogonal de C sur (AB). 

a. Montrer que 𝐴𝐶² = 𝐶𝐻² + 𝐴𝐻² 𝑒𝑡 𝐵𝐶² = 𝐶𝐻² + 𝐵𝐻²  

b. En déduire que 𝑑 = 𝐴𝐵 × 𝐴𝐻 

c. Montrer 𝑑 = 𝐴𝐵 × 𝐴𝐶 × 𝑐𝑜𝑠 𝛼 

3) On suppose 
గ

ଶ
< 𝛼 ≤ 𝜋  

a. Montrer que 𝑑 = −𝐴𝐵 × 𝐴𝐻 

b. Montrer 𝑑 = 𝐴𝐵 × 𝐴𝐶 × 𝑐𝑜𝑠 𝛼 

 

Propriété  

Soient 𝑢ሬ⃗  et 𝑣  deux vecteurs non nuls dans le plan tels que 

 𝑢ሬ⃗ = 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗  𝑒𝑡 𝑣 = 𝐴𝐶ሬሬሬሬሬ⃗   

Soit 𝛼 une mesure de l’angle 𝐵𝐴𝐶෣  

On a :                      𝑢ሬ⃗ . 𝑣 = ||𝑢ሬ⃗ || × ||𝑣|| × cos 𝛼   

(𝑜𝑢 𝑒𝑛𝑐𝑜𝑟𝑒 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ . 𝐴𝐶ሬሬሬሬሬ⃗ = 𝐴𝐵 × 𝐴𝐶 × 𝑐𝑜𝑠 𝐵𝐴𝐶෣) 

Applications  

1) Soit ABC un triangle tel que : 𝐴𝐵 = 3 ;  𝐴𝐶 = 4 et 𝐵𝐴𝐶෣ =
ଶగ

ଷ
 

Calculer 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ . 𝐴𝐶ሬሬሬሬሬ⃗  

2) Soit ABC un triangle tel que : 𝐴𝐵 = 5 ;  𝐴𝐶 = 3 et 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ . 𝐴𝐶ሬሬሬሬሬ⃗ = −6 

Calculer cos (𝐵𝐴𝐶)෣  

3) Soit ABC un triangle tel que 𝐴𝐵 = 3 ;  𝐴𝐶 = √21 𝑒𝑡 𝐵𝐶 = 4√3 

a. Calculer cos (𝐴𝐵𝐶)෣  et en déduire la mesure de  (𝐴𝐵𝐶)෣  

b. Calculer cos (𝐵𝐴𝐶)෣  𝑒𝑡 cos (𝐴𝐶𝐵)෣  
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III. Propriétés du produit scalaire  

a. Propriétés  

Pour tous vecteurs  𝑢ሬ⃗ , 𝑣 et 𝑤ሬሬ⃗   et pour tout nombre réel k. 

On a : 

 𝑢ሬ⃗  . 𝑣 = 𝑣. 𝑢ሬ⃗    

 𝑢ሬ⃗  . (𝑣 + 𝑤ሬሬ⃗ ) = 𝑢ሬ⃗ . 𝑣 + 𝑢ሬ⃗ . 𝑤ሬሬ⃗  

 𝑢ሬ⃗  . (k𝑣) = 𝑘(𝑢ሬ⃗ . 𝑣) 

 (𝑢ሬ⃗ + 𝑣)² = ||𝑢ሬ⃗  ||ଶ + 2𝑣. 𝑢ሬ⃗ + ||𝑣||²   

  (𝑢ሬ⃗ − 𝑣)² = ||𝑢ሬ⃗  ||ଶ − 2𝑣. 𝑢ሬ⃗ + ||𝑣||²   

 (𝑢ሬ⃗ + 𝑣)(𝑢ሬ⃗ − 𝑣) = ห|𝑢ሬ⃗ |ห
ଶ

− ||𝑣||²   

 Pour que deux vecteurs 𝑢ሬ⃗  et 𝑣 soient orthogonaux il faut et il suffit 

que :     𝑢ሬ⃗  . 𝑣 = 0 

 Si 𝑘 > 0 alors 𝑢ሬ⃗  𝑒𝑡 𝑣 ont la même direction et le même sens et 

ห|𝑢ሬ⃗ |ห = 𝑘 ห|𝑣|ห 

 Si 𝑘 < 0 alors 𝑢ሬ⃗  𝑒𝑡 𝑣 ont la même direction,  des sens contraires et 

ห|𝑢ሬ⃗ |ห = −𝑘 ห|𝑣|ห 

b. Applications :   

1) Soient 𝑢ሬ⃗  𝑒𝑡 𝑣 deux vecteurs tels que ห|𝑢ሬ⃗ |ห = 2; ห|𝑣|ห = 3 𝑒𝑡 𝑢ሬ⃗ . 𝑣 = −4 

Calculer : 

(3𝑢ሬ⃗ + 𝑣). (𝑢ሬ⃗ − 2 𝑣) 

(𝑢ሬ⃗ + 𝑣)² + (𝑢ሬ⃗ −  𝑣)² 

(𝑢ሬ⃗ + 𝑣)² − (𝑢ሬ⃗ −  𝑣)² 

(𝑢ሬ⃗ + 𝑣). (𝑢ሬ⃗ −  𝑣) 

2) Soit ABC un triangle tel que : 𝐴𝐵 = 1 , 𝐴𝐶 = 3 𝑒𝑡  (𝐵𝐴𝐶)෣ =
ଶగ

ଷ
 

Soit I le milieu de [AB] 

1. Montrer que 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ . 𝐴𝐶ሬሬሬሬሬ⃗ =
ିଷ

ଶ
 

2. Soit E le point défini par 𝐵𝐸ሬሬሬሬሬ⃗ =
ଵ

ହ
𝐵𝐶ሬሬሬሬሬ⃗  

a. Montrer que   𝐴𝐸ሬሬሬሬሬ⃗ =
ସ

ହ
𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ +

ଵ

ହ
𝐴𝐶ሬሬሬሬሬ⃗  puis calculer 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ . 𝐴𝐸ሬሬሬሬሬ⃗  

b. Montrer que (𝐴𝐵) ⊥ (𝐼𝐸) 



 

 4 

IV. Relations métriques dans un triangle 

1.  Théorème d’Al-Kashi  

a. Activité  

Soit ABC un triangle.  

Montrer que 𝐵𝐶 = 𝐴𝐵² + 𝐴𝐶² − 2𝐴𝐵 × 𝐴𝐶 × cos (𝐵𝐴𝐶෣) 

b. Propriété   

Soit ABC un triangle.  

On a : 𝐵𝐶 = 𝐴𝐵² + 𝐴𝐶² − 2𝐴𝐵 × 𝐴𝐶 × cos (𝐵𝐴𝐶෣) 

c. Application 

Soit ABC un triangle tel que :  𝐴𝐵 = 7 ;  𝐴𝐶 = 5 et  𝐵𝐴𝐶෣ =
ଶగ

ଷ
 

Calculer BC et cos (𝐴𝐶𝐵෣) 

2.  Théorème de la médiane  

a. Activité                                                                                M 

Soient A et B deux points distincts du plan 

I le milieu de [AB] et M un point du plan.                         A         I         B 

 1) Montrer que       𝑀𝐴ሬሬሬሬሬሬ⃗ = 𝑀𝐼ሬሬሬሬሬ⃗ −
ଵ

ଶ
𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗  𝑒𝑡 𝑀𝐵ሬሬሬሬሬሬ⃗ = 𝑀𝐼ሬሬሬሬሬ⃗ +

ଵ

ଶ
𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗   

      En déduire que     𝑀𝐴ሬሬሬሬሬሬ⃗ . 𝑀𝐵ሬሬሬሬሬሬ⃗ = 𝑀𝐼² −
ଵ

ସ
𝐴𝐵² 

2) Montrer que   ൫𝑀𝐴ሬሬሬሬሬሬ⃗ + 𝑀𝐵ሬሬሬሬሬሬ⃗ ൯൫𝑀𝐴ሬሬሬሬሬሬ⃗ − 𝑀𝐵ሬሬሬሬሬሬ⃗ ൯ = 2𝐼𝑀ሬሬሬሬሬ⃗ . 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗  

En déduire que 𝑀𝐴² − 𝑀𝐵² = 2𝐼𝑀ሬሬሬሬሬ⃗ . 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗  

 

3) En utilisant les deux relations 𝑀𝐴ሬሬሬሬሬሬ⃗ = 𝑀𝐼ሬሬሬሬሬ⃗ + 𝐼𝐴ሬሬሬሬ⃗  𝑒𝑡 𝑀𝐵ሬሬሬሬሬሬ⃗ = 𝑀𝐼ሬሬሬሬሬ⃗ + 𝐼𝐵ሬሬሬሬ⃗  

Montrer que  𝑀𝐴² + 𝑀𝐵² = 2𝑀𝐼² +
ଵ

ଶ
𝐴𝐵² 

b. Propriété   

Soient A et B deux points du plan, I le milieu de [AB] et M un point du 

plan. 

On a :  

o 𝑀𝐴ሬሬሬሬሬሬ⃗ . 𝑀𝐵ሬሬሬሬሬሬ⃗ = 𝑀𝐼ଶ −
ଵ

ସ
𝐴𝐵ଶ 

o 𝑀𝐴ଶ − 𝑀𝐵ଶ = 2𝐼𝑀ሬሬሬሬሬ⃗ . 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗  
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o 𝑀𝐴² + 𝑀𝐵² = 2𝑀𝐼² +
ଵ

ଶ
𝐴𝐵² 

c. Application 

Soit ABC un triangle tel que : 𝐴𝐵 = 𝐴𝐶 = 7 𝑒𝑡 𝐵𝐶 = 5 

Soient I, J et K les milieux respectifs de [BC], [AC] et [AB]. 

Calculer les distances AI, BJ et CK 

3.   Relations métriques dans un triangle rectangle  

a. Activité  

Soient ABC un triangle rectangle en A, H le projeté orthogonal de A sur 

(BC) et A’ le milieu de [BC]. 

Montrer que : 

o 𝐵𝐶² = 𝐴𝐵² + 𝐴𝐶² 

o 𝐴𝐴ᇱ =
ଵ

ଶ
𝐵𝐶 

o 𝐵𝐴ଶ = 𝐵𝐻 × 𝐵𝐶 

o  𝐴𝐻ଶ = 𝐵𝐻 × 𝐻𝐶 

 Propriété   

Soient ABC un triangle, H le projeté orthogonal de A sur (BC) et A’ le 

milieu de [BC]. 

Pour que ABC soit rectangle en A il faut et il suffit que l’une des conditions 

suivantes soit réalisée : 

o 𝐵𝐶² = 𝐴𝐵² + 𝐴𝐶² 

o 𝐴𝐴ᇱ =
ଵ

ଶ
𝐵𝐶 

o 𝐵𝐴ଶ = 𝐵𝐻 × 𝐵𝐶 

o  𝐴𝐻ଶ = 𝐵𝐻 × 𝐻𝐶 

b. Application            

Soient ABC un triangle rectangle en A et H le projeté orthogonal de 

A sur (BC). 

On suppose que :  𝐴𝐻 = 2 et 𝐴𝐵𝐶෣ =
గ

ଷ
 

Calculer 𝐴𝐵 ;  𝐴𝐶 ; 𝐵𝐶 ;  𝐵𝐻 𝑒𝑡 𝐶𝐻 

4.  Aire d’un triangle et formule des sinus    
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a. Activité  

Soit ABC un triangle tel que 𝐴𝐵 = 𝑐 ;  𝐴𝐶 = 𝑏 𝑒𝑡 𝐵𝐶 = 𝑎 

Soient H le projeté orthogonal de C sur (AB) et S l’aire du triangle 

ABC. 

1) Montrer que 𝐻𝐶 = 𝑏 𝑠𝑖𝑛 𝐴መ 

     En déduire que 𝑆 =
ଵ

ଶ
𝑏𝑐 𝑠𝑖𝑛𝐴መ 

3) Montrer que 𝑆 =
ଵ

ଶ
𝑏𝑐 𝑠𝑖𝑛𝐴መ =

ଵ

ଶ
𝑎𝑐 𝑠𝑖𝑛𝐵෠ =

ଵ

ଶ
𝑎𝑏 𝑠𝑖𝑛𝐶መ 

En déduire que   
௦௜௡஺෠

௔
=

௦௜௡஻෠

௕
=

௦௜௡஼መ

௖
=

ଶௌ

௔௕௖
 

b. Propriété   

Soit ABC un triangle tel que 𝐴𝐵 = 𝑐 ;  𝐴𝐶 = 𝑏 𝑒𝑡 𝐵𝐶 = 𝑎 

Soit S l’aire du triangle ABC. 

On a : 

𝑆 =
1

2
𝑏𝑐 𝑠𝑖𝑛𝐴መ =

1

2
𝑎𝑐 𝑠𝑖𝑛𝐵෠ =

1

2
𝑎𝑏 𝑠𝑖𝑛𝐶መ 

𝑠𝑖𝑛𝐴መ

𝑎
=

𝑠𝑖𝑛𝐵෠

𝑏
=

𝑠𝑖𝑛𝐶መ

𝑐
=

2𝑆

𝑎𝑏𝑐
 

c. Applications    

1) Soit ABC un triangle tel que : 𝐴𝐵 = 𝐴𝐶; 𝐵𝐶 = 5√3 𝑒𝑡 𝐴𝐵𝐶෣ =
ଷగ

ସ
 

Calculer l’aire du triangle ABC 

2) Calculer l’aire d’un parallélogramme ABCD sachant que : 

𝐴𝐵 = 5 ; 𝐵𝐶 = 7 et 𝐴𝐵𝐶෣ =
ଶగ

ଷ
 

3) Soit ABC un triangle tel que : 𝐴መ = 60°; 𝐵෠ = 80° 𝑒𝑡 𝐵𝐶 = 4 

      1. Calculer AB et AC 

      2. Calculer l’aire du triangle ABC 

 

 
 

      

 

 


