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* Division euclidienne par x — «

= Racine d’un polynéme

I. Les polynomes

a. Définitions : Soitn € N.
Toute expression de la forme
P(x) = ay + a;x + ax*+.. +a,x"
ou Px)=a,x"+a,_x" 1. +a;x +a,
est appelée polyndme.
= Les nombres réels ay, a4, a, ... a, sont appelés coefficients du
polynome P.
" Qg a;X,a,x° ...a,x" sont appelés termes du polynome P.
= q;x' est le terme de degré i.
= sia, # 0 alors n est le degré du polyndme P, on le note d°P et on
écritd°P =n
» sin = 1alors P(x) = a,x + ayest un polyndéme du 1 degré (appelé
aussi bindome)
= sin = 2alors P(x) = ayx? + a,;x + a, est un polynéme du 2"
degré (appelé aussi trinome)
b. Exemples :
= P(x)=5x3-2x*+11
P est un polynome et d°P = 3
Les coefficients de P sont : 5, -2 et 11

Les termes sont : 5x3, —2x% et 11

-



= Q(x) =7x°+V2x? - 3x+1
Q est un polynome et d°Q =5
Les coefficients de P sont : 7, V2, —3 et 1
Les termes sont : 7x%,v2x2, —3x et 1
* R(x)=3x2+5x3+9
R n’est pas un polynéme car —3 € N
c. Exercice :
Soient : P(x) = 3x% 4+ 2v/x —5et Q(x) = 6x* —/3x% + 7x + 8
1) Est-ce que P est un polyndme ? justifier votre réponse.

2) Déterminer le degré, les coefficients et les termes du polynome Q

II. Egalité de deux polynomes

a. Activité :
On considere les deux polyndmes P et Q définis comme suit :
P(x) =Q2x+3)(x%2-3x+2)
et Q(x)=(x—1)(2x*>—x—6)
1) Déterminer d°P et d°Q
2) Déterminer les coefficients des deux polynomes P et Q
3) Que peut-on déduire ?
b. Propriété :
Soient P et Q deux polynomes.
On dit que P et Q sont égaux et on écrit P = Q
Sid°P = d°Q et les coefficients des termes du méme degré sont deux a
deux égaux.
c. Application :
Soient les deux polyndmes P et Q définis comme suit:
P(x) =3x*+2x3—7x*>+3
et Q(x) =3x*—QRa+ Dx3+(b—-3)x’+ (2c+3)x+3

Déterminer les nombres réels a, b et ¢ pour que P et Q soient égaux.

III. Opérations sur les polynomes

a. Activité :




On considere les polyndmes suivants :
P(x)=3x*—x+2
Q(x) = —3x*+5x—7
et R(x)=x3+1
1) Déterminer d°P, d°Q et d°R
2) Déterminer P(x) + Q(x) puis P(x) + R(x)en déduire le degré
d°(P+ Q) etd°(P+R)
3) Déterminer 3P(x), le degré d° 3P(x) et en déduire que
d° 3P =d°P
4) Déterminer P(x) X R(x) puis le degré d°(P X R) et en déduire
que d°(P X R) = d°P + d°R

b. Propriété :
Soient P et Q deux polyndmes et k € R*.
= Lasomme de P et Q estun polynéme etona:
d°(P + Q) < max (d°P; d°Q)
» Le produit kP est un polyndme et on a :
d°kP = d°P
= Le produit de P et Q est un polyndme et on a :
d°(P X Q) = d°P + d°Q

c. Application :
Soient les deux polyndmes P et Q définis comme suit:

P(x) =3x*+2x3—-7x-9
et Q(x) =2x3+5x’—x+1
Déterminer d°(P + Q),d°(P x Q)et d°(—3P)

IV. Division par x — « et racine d’un polynome

a. Activité :
On considere le polyndme suivant :
Px)=x*+x3+x*>—x-2
1) Vérifier que P(1) = 0 et P(—1) = 0 (On dit que 1 et -1 sont des




racines du polyndme P )

2) Calculer P(2) et on déduire 2 n’est pas une racine de P

3) Vérifier que

Px)—PR)=*—2Y)+ (x3-23) + (x2-22) - (x—2)

4) En déduire que P(x) = (x —2)Q(x) + P(2) ou Q(x)est un polyndme
de degré 3 et calculer Q(x)

5) On peut obtenir les mémes résultats en effectuant la division euclidienne
du polynéme P(x) par x — 2 comme suit :

xt+x3+xP—x—-2 | x—2
—x3(x—=2) — -x*+2x3 x3 4+ 3x*+ 7x + 13

3x3+x2—x—2

—3x*(x —2) —> —3x3 + 6x°
Tx? —x—2 Q(x)
—7x(x —2)—> —7x%+ 14x
13x —2

—13(x —2) — —13x + 26
P(2) — » 24

Q(x) est le quotient et P(2) est le reste de la division euclidienne.
Effectuer la division euclidienne de P(x) par x — 1 etpar x + 1 et
déterminer le quotient et le reste dans chacun des deux cas.

b. Définition et propriété :

Soit Pun polynome de degré n tel que n > 1 et soit @ € R
= Il existe un polyndme Q tel que P(x) = (x — a)Q(x) + P(a)
> Q(x)est appelé quotient de la division euclidienne de P (x)
par (x — a)
> P(a)est appelé reste de la division euclidienne de P(x) par
(x—a)
* On dit que @ est une racine de P (ou un zéro de P) si P(a) = 0
* q estune racine de P si et seulement si P(x) = (x — a)Q(x)
tel que Q est un polyndéme de degré n — 1
On dit que P(x) est divisible par (x — @)
c. Applications :

1) Déterminer le quotient et le reste de la division euclidienne du




polyndme P (x) par x — a dans chacun des cas suivants :
. Px)=x*+2x3—x*+1et a=1
2. P(x) =3x3—-5x*+7x et a=-1
3. P(x) =2x3—5x*+1et a=2
4. Px) =x3—4x+1et a=-2
2) On considére le polynéme P(x) = (2m — 1)x3 +5x* — (1 —m)x + 3

Déterminer la valeur de m pour laquelle 2 est une racine de P(x)

Exercices
Ex1 : On considére le polynéme : P(x) = x3 — 15x — 4
1. a) Montrer que 4 est une racine de P(x)
b) En effectuant la division euclidienne de P(x) par x — 4
Montrer que P(x) = (x — 4)(x? + 4x + 1)
2. a) Montrer que x* + 4x + 3 = (x + 1)(x + 3)
b) Déterminer les deux nombres réels a et b tels que :

PX)+2(x—-4)=x—-4)(x+a)(x+b)

Ex2 : On considére le polynéme: P(x) = 3x3 — 7x% + 4
1. a) Calculer P(1)
b) Effectuer la division euclidienne de P(x) par x — 1
2. a) Déterminer les deux nombres réels a et b tels que :
(ax+b)(x—b) =3x*>*—4x—4
b) Résoudre dans R I’équation :
3x2—4x—-4=0
c) En déduire dans R les solutions de I'’équation P(x) = 0
Ex3 : On consideére le polynéme: P(x) = x3 —4x* +x + 6
1. Montrer que —1 et 2 sont des racines de P(x)
2. Factoriser P(x)
3. Résoudre dans RI'équation P(x) = 0
4

. a) Vérifier que pour tout nombre réel non nul x, On a :




6x3+x*—-4x+1 1 4 1
3 =—3——2+—+6
X X X X

b) En déduire dans R* les solutions de I’équation :

6x3+x2—-4x+1=0

Ex4 : Soit P(x) un polynome de degré 3 tel que :
P2)=4;P(3)=9; P4)=16etP(1)=7
Onpose: Q(x) = P(x)— x?
1. Montrer qu’il existe un nombre constant k tel que :
Q(x) = k(x—2)(x—-3)(x—4)
2. Calculer Q(1) et en déduire la valeur de k.

3. Déterminer P(x).

Ex5 : On consideére les deux polynémes :
P(x)=4x3—-3x+1etR(x=4x3-3x-1
1. a) Montrer que P(x) est divisible par x + 1
b) Déterminer le polynéme Q(x) qui vérifie :

P(x) = (x +1)Q(x)

2. Montrer que R(x) = (x — 1)(2x + 1)?

3. Résoudre dans R les deux équations :
P(x)=0etR(x)=0

4. Résoudre dans R les deux inéquations :

P(x)>0etR(x) <0

5. En déduire I'ensemble des nombres réels x qui vérifient :

—1<4x®*-3x<1




